臺北市九十二學年度國中教師聯合甄選數學專業科目試題

選擇題（共40題，每題1.5分，計60分）

注意：下列各題中的圖僅供參考，並非按照精確比例作圖。

1. [image: image1.wmf]AB

[image: image85.wmf]如圖一所示，四邊形ABCD是一個正方形，△AED是一個正三角形，那麼(ECB的大小是多少度?

（A） 10(     （B） 15(     （C） 20(     （D）25(

∠DAE=60(，∠EAB=30(，AE=AB，∴∠ABE=∠AEB=75(，∴∠EBC=∠ECB=15(
2. 如圖二所示，△ABC、△BEG、△DCF都是直角三角形，(BAC、(BGE、(DFC都是直角，
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[image: image2.wmf]DB

，
[image: image3.wmf]AC

=
[image: image4.wmf]EC

。若
[image: image5.wmf]AC

= 6，
[image: image6.wmf]AB

= 8，求
[image: image7.wmf]DF

的長。

（A）3.2     （B）2.8    （C）2.4    （D）1.6

AB=DB=8，BC=10，∴CD=10-8=2

DF/CD=AB/BC=8/10，∴DF=1.6
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[image: image8.wmf]BE

是△ABC的一條中線，O是
[image: image9.wmf]BE

的中點。連接A、O交
[image: image10.wmf]BC

於D點，連接C、O交
[image: image11.wmf]AB

於F點。已知
[image: image12.wmf]CO

=15，
[image: image13.wmf]OF

= 5，
[image: image14.wmf]AO

= 12，求
[image: image15.wmf]OD

的長。

（A）2     （B）3    （C）4    （D）5

AE=EC，→ΔBEC=1/2*ΔABC

BO=EO，→ΔBOC=1/2*ΔBEC=1/4*ΔABC

因為ΔBOC=1/4ΔABC，所以OD=1/4AD→OD=4。

為什麼？分別過A和O作BC上的高OG和AH，

因為底BC一樣，面積1：4→高1：4，再證明ΔDOG和ΔDAH相似。

4. [image: image87.wmf] 

圖四

a

 

圖四
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如圖三所示，在△ABC中，
[image: image16.wmf]FG

//
[image: image17.wmf]DE

//
[image: image18.wmf]BC

，
[image: image19.wmf]HG

//
[image: image20.wmf]FE

//
[image: image21.wmf]DC

。已知
[image: image22.wmf]AH

= 2，
[image: image23.wmf]HF

= 4，求
[image: image24.wmf]BD

的長。

（A）6    （B）18    （C）24    （D）36

ΔAHG(ΔAFE→AH/HF=AG/GE

ΔAFG(ΔADE→AG/GE=AF/FD…以此類推會了吧！
5. 有15個五元硬幣排成圖四a的形式，若要將它們以平移的方式移動，使的它們變成圖四b的形式，請問最少要移動幾個五元硬幣?

[image: image88.wmf] 

圖四

a

 

圖四

b

 

（A） 3個    （B）4個    （C）5個    （D）9個

如右圖

6. 若一個自然數的每個位置都是偶數數字，我們就稱它為「偶樣子」的數。請問具有「偶樣子」的四位數有幾個呢?

（A）8500個    （B）8375個    （C）625個    （D）500個

4*5*5*5=500

7. 正整數(2002 ( 2003 ( 2004 + 20053)被7除，所得的餘數是多少?

（A）6    （B）5    （C）4    （D）3

2002/7=286…0，所以2002 ( 2003 ( 2004除以7還是餘0

2005/7=286…3

3^3=27，27/7=3…6←答案

8. 兩個正整數2120 – 1與2100 – 1的最大公因數是多少?

（A）260 – 1    （B）250 – 1    （C）220 – 1    （D）210 – 1

利用x^n-1=(x-1)(x^(n-1)+x^(n-2)+…+x+1)

120和100的最大公因數=20，所以令x=2^20↓

2^120-1=x^6-1=(x-1)(x^5+x^4+x^3+x^2+x+1)

2^100-1=x^5-1=(x-1)(x^4+x^3+x^2+x+1) → 公因數x-1=2^20-1

但(x^5+x^4+x^3+x^2+x+1)和(x^4+x^3+x^2+x+1)是否有1以外的公因數？

設該因數為y，則y必為(x^5+x^4+x^3+x^2+x+1)-(x^4+x^3+x^2+x+1)=x^5=2^100的因數。

2^100只有一質因數2，但x^4+x^3+x^2+x+1為奇數…所以這兩個數互質。

本題答案即為2^20-1！

9. 如果抽屜內有14雙同型式的襪子，其中7雙是黑色，4雙是藍色，3雙是灰色。那麼在黑暗中，要保證一定會最少拿到一雙同色的襪子，請問從抽屜內至少同時要取出幾隻襪子？

（A）4隻    （B）5隻    （C）6隻    （D）7隻

4隻。因為只有3種顏色，總不可能4隻都不同顏色了吧！
10. 一架飛機每次飛行都要往返各一趟，每趟的距離都是d公里。有一次飛行，去的時候速率是每小時240公里，回程時速率是每小時360公里。請問這次飛行的平均速率是每小時多少公里？

（A）270    （B）120
[image: image25.wmf]6

    （C）288    （D）300   公里/小時

往返距離/往返時間→2d/(d/360+d/240)=288

11. 有一位生在十八世紀的人，當西元x2年時，他正好x歲。那麼當西元1776年時，他是幾歲呢？

（A）27歲    （B）36歲    （C）48歲    （D）54歲

42^2=1764

42+(1776-1764)=54歲
12. 設y1 =
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。那麼當x = 3時，y100的值是多少？

（A）2    （B）3    （C）100    （D）300

x=3→y1=2，y2=3，y3=2，y4=3…所以y100=3

13. 若方程式5(x – 2) =
[image: image30.wmf]7

27

(x + 2)中所有的數都是以9為底，則此方程式的解以10為底表示出來是多少？

（A）7    （B）10    （C）12    （D）15.5

以9為底？不太懂。如果是9進位的意思…

那麼9進位的27就是2*9+7=25(10進位)

原式=5(x-2)=(25/7)*(x+2)→x=12

14. 當N, D都是自然數，且
[image: image31.wmf]D

N

< 1時，我們說
[image: image32.wmf]D

N

是一個真分數。現在定義f（D）為分母為D的最簡真分數的個數，例如f(6) = 2，因為分母為6的真分數有
[image: image33.wmf]6
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、
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、
[image: image37.wmf]6

5

，而其中只有
[image: image38.wmf]6

1

與
[image: image39.wmf]6

5

是最簡分數，所以f(6) = 2。求f(51)的值。

（A）33    （B）32    （C）31    （D）30

1〜50中和51互質的個數，加上1。(因為1/51也符合題意)

51=3*17，所以1〜50中3的倍數有16個，17的倍數有2個，51的倍數有0個。

50-16-2+1=33

15. 設f(3n) = n + f(3n – 3)，其中n是大於1的正整數；而當n = 1時，f(3n) = 1。問f(27)的值是多少?（A） 45   （B） 48   （C） 51   （D） 55

n=9→f(27)=9+f(24)

n=8→f(24)=8+f(21)

n=7→f(21)=7+f(18)

……

n=2→f(6)=2+f(3)

全部相加

f(27)=9+8+7+…+2+f(3)=44+f(3)=44+1=45

16. 如果函數f(n) = n(n + 1)，其中n是正整數，請找出一個n的值，使得f(n + 4) = 4f(n) + n。

（A）n = -2    （B）n =
[image: image40.wmf]3

10

    （C）n = 6    （D）無解

f(n+4)=(n+4)((n+4)+1)=(n+4)(n+5) 又

f(n+4)=4f(n)+n=4n(n+1)+n

所以(n+4)(n+5)=4n(n+1)+n→(3n-10)(n+2)=0解得n=10/3或 -2 (都不合，n為正整數)

17. 假設小明與小華兩人打乒乓球技術一樣好，那麼兩個人進行比賽，下列哪一種狀況最可能發生?

（A）比賽4場小明贏3場     （B）比賽8場小明贏5場

（C）比賽10場小明贏6場    （D）比賽12場小明贏7場

3/4、5/8、6/10、7/12←看哪個最接近1/2

18. 下列哪一個無限級數收斂?

（A）
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是(D)→因為1/n(n+1)=1/n-1/(n+1)所以Σ(1/n(n+1))=1

其他均發散。

19. 有限交換群Z2 ( Z2 ( Z2 ( Z3 ( Z3 ( Z5與下列哪一個群同構?

	（A）Z2 ( Z4 ( Z3 ( Z3 ( Z5
	（B） Z2 ( Z4 ( Z9 ( Z5

	（C）Z2 ( Z6 ( Z30
	（D） Z360


不好意思…才疏學淺本題看不懂。

20. 在直角坐標平面上有一個三角形，它的三個頂點坐標分別為(0, 0), (1, 1), (9, 1)。現有一條垂直於x軸的直線，將此三角形分成兩個等面積的區域，則此直線的方程式為x = ?

（A）2.5    （B）3.0    （C）3.5    （D）4.0

[image: image89.wmf]如右圖。設O(0,0)、A(1,1)、B(9,1)、C(0,1)。

該三角形ΔOAB的面積=4。直線OB方程式y=x/9

設所求的垂直於x軸的直線L：x=n。

L和OB直線的交點=(n,n/9)，ΔOAC面積=1*1*1/2=0.5

因為ΔOAB切一半面積=2，

所以直線L、y軸、y=1、x軸所圍出的面積=2+0.5+(n*n/9)*(1/2)=n*1

(3個區域加起來等於長方形)

化簡，n^2-18n+45=0 → (n-3)(n-15)=0 → n=3

21. 設
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，而a、b、c表示ΔABC的三邊長，則     ΔABC是何種三角形？

（A）鈍角三角形                     （B）直角三角形

（C）正三角形                       （D）等腰直角三角形

設x=2^a，y=2^b，z=2^c。

原式=x^2+y^2+z^2-xy-yz-zx=0 → x^2+y^2+z^2=xy+yz+zx

又(x+y+z)^2=x^2+y^2+z^2+2xy+2yz+2zx=3(x^2+y^2+z^2)

利用柯西不等式

(x^2+y^2+z^2)(1^2+1^2+1^2)≧(x+y+z)^2 → 當等號成立時，知x/1=y/1=z/1 → x=y=z → a=b=c

22. 張小姐有四件T恤分別為白色、藍色、紅色、黑色，已知她每天要挑一件T恤來穿，但今天穿過，隔天就不再穿 (意即不能連續穿2天)，若這星期的星期一她穿白色T恤則這星期的星期五也穿白色T恤的機率為何？

（A） EQ \f( 7 , 27 )     （B） EQ \f( 13 , 27 )     （C） EQ \f( 1 , 4 )     （D） EQ \f( 1 , 3 )
星期一穿白、星期五也穿白，那麼星期二、四都不能穿白。

考慮兩種情況：星期三穿白或不穿白。

一、星期三穿白，必須避開星期二的顏色，剩3色而選中白色機會就是1/3，

然後星期四穿某非白色，星期五為避開星期四的顏色→選到白色機率1/3，

所以總共是1/3*1/3=1/9。

二、星期三不穿白，因為必須避開星期二的顏色，選中非白色機會就是2/3，

星期四要避開星期三的顏色而選中非白，機率2/3，最後星期五選中白色1/3，

機率為2/3*2/3*1/3=4/27

總共是1/9+4/27=7/27。

23. 如右上圖，ΔABC為等腰三角形，
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，圓O為其內切圓，作
[image: image48.wmf]BC

DE
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且與圓O相切，求ΔADE之面積為何？

（A）
[image: image49.wmf]3

80

    （B）15    （C）
[image: image50.wmf]9

160

    （D）
[image: image51.wmf]27

320



如右圖。作AO⊥BC於切點G，OF⊥AB於切點F。

AB=13，BC=10，→BG=5，利用畢氏定理AG=12。

ΔAGB(ΔAFO，所以AO/OF=AB/BG。(AO=AG-r=12-r。)

(12-r)/r=13/5，r=10/3。

AH=AG-2r=12-2*10/3=16/3。

AH：AG=16/3：12=4：9 → ΔADE和ΔABC的長度比

那麼面積比就是4^2：9^2=16：81

10*12*1/2*(16/81)=320/27

24. 如右下圖，
[image: image52.wmf]AB

與
[image: image53.wmf]CD

為圓O之兩直徑，且
[image: image54.wmf]CD
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，弦
[image: image55.wmf]DF

交
[image: image56.wmf]AB

於E，若
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EF

，試問圓O面積為？

（A）23
[image: image59.wmf]p

    （B）[image: image60.wmf]p

    （C）24
[image: image61.wmf]p

    （D）[image: image62.wmf]p


設半徑R，因為CD是直徑，所以∠DFC=直角。

所以ΔDOE和ΔDFC相似。

DE/DO=CD/DF

6/R=2R/8，R^2=24…面積24π

25. 下列哪一個數字可以整除
[image: image63.wmf]1
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（A）251    （B）253    （C）255    （D）257

2^24-1=(2^12+1)(2^12-1)=(2^12+1)(2^6+1)(2^3+1)(2^3-1)=4097*65*9*7=241*17*13*5*7*3*3

好像沒有答案…

26. 已知
[image: image64.wmf]R
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等於下列何式？

（A）
[image: image66.wmf]a
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    （C）
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[image: image69.wmf]a
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實數→根號裡面為正，a<0。所以原式是負的根號值。選(C)。

27. 下列4個圖中，直線的方程式
[image: image70.wmf]b
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，拋物線的方程式
[image: image71.wmf]b
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，其中只有一個圖可能正確，這個可能正確的圖是？
（A）                               （B）





（C）                              （D）






y=ax+b和y=ax^2+b聯立解，→ x^2=x → x(x-1)=0 → x=0或1 為兩交點的x座標，

且拋物線開口朝上 → a>0，所以直線斜率>0，僅(A)符合。

28. 下列哪一個數一定不是某個自然數的平方(其中n為自然數)？

（A）
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(A)令n=2為9

(C)令n=3為25

(D)令n=3為49

29. 請問1到100的自然數中，滿足比4的倍數多1且比5的倍數少1的所有數之和為多少？

（A）137    （B）158    （C）187    （D）245

比5的倍數少1→個位數4或9。

比4的倍數多1→個位數不是4。

所以個位數是9→只有9、29、49、69、89符合。9+29+49+69+89=245

30. 如圖，四邊形ABCD中，
[image: image76.wmf]AD
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，如果∠DAC是∠CAB的k倍(k＞0)，則
∠DBC是∠BDC的

（A）
[image: image77.wmf]2

k

倍    （B）k倍    （C）2k倍    （D）3k倍

本題等於是以A為圓心，AB為半徑畫圓通過BCD三點。

(因為AB=AC=AD=半徑)

所以∠DAC、∠CAB是圓心角，∠DBC和∠BDC就是圓周角…

∠DBC=1/2∠DAC，∠BDC=1/2∠CAB。

31. 

、

為整數，且

，問

有多少組解？

（A）

    （B）

    （C）

    （D）

。

原式→ xy-8x-8y=0

(x-8)(y-8)=64整數解…1*64、2*32、4*16、8*8、16*4、32*2、64*1共7組解，考慮(號共14組。

其中(x-8)(y-8)=(-8)*(-8)，也就是(x,y)=(0,0)代回原式不符，分母為0。所以僅13組。
32. 拋物線

與直線

相切，滿足前述條件的

值分別為

與

，求


（A）

    （B）

    （C）

    （D）

。

聯立解y=x^2-2x+2=kx-2 → x^2-(2+k)x+4=0 → 相切僅有一解，判別式=0 ↓

(2+k)^2=16，k=2 or -6。

33. 

中，

，

，

，

的內切圓半徑為

，下列各數哪一個和

最接近？

（A）

    （B）

    （C）

    （D）

   。

a=9，b=10，c=8，令s=(a+b+c)/2，則三角形面積=√s(s-a)(s-b)(s-c) ← 海龍公式

又三角形面積=1/2*(a+b+c)*r，求得r^2=77/12≒6.4>2.5^2=6.25，所以r>2.5較接近3。

34. 

與

兩個函數圖形所圍成的封閉區域面積為何？

（A）

    （B）

    （C）

    （D）

。

令h(x)=g(x)-f(x) → y=h(x)=8-2x^2

令h(x)=0 → x=(2。

該封閉區域面積為從-2〜2的h(x)積分。答(A)

35. 

與

皆為自然數，且

，

之最大值為何？

（A）

    （B）

    （C）

    （D）

。

(x+128)-(x-4)=132 → 找出兩平方數相差132的 → 196-64=132

所以當x=68時，k=14-8=6最大。

36. 


（A）

    （B）

    （C）

    （D）

。

因為n^2>>n，原式=lim(n→∞) n/√(4n^2)=1/2。

37. 設

，求

之值？

（A）

    （B）

    （C）

    （D）

。

a2即求x^2項係數…即

92個「1」和1個「-x^2」相乘 → C(93,92)*1^92*(-1)^1=-93

加上91個「1」和2個「-x」相乘 → C(93,91)*1^91*(-1)^2=4278

4278-93=4185…答

38. 由
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、
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、
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、
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、
[image: image83.wmf]2

六個數字中任取五個可以排成幾個不同的五位數？

（A）

    （B）

    （C）

    （D）

。

1、1、2、2、2 → 5!/2!3!=10種

0、1、2、2、2 → 4*C(4,3)=16 (0有千〜個位可選，1222分佔其他四位)

0、1、1、2、2 → 4*C(4,2)=24

共24+16+10=50種

39. 設

、

為橢圓

之二焦點，若

為橢圓上異於頂點的任意點，則

的周長為何？

（A）

    （B）

    （C）

    （D）

。

9x^2+18x+9+25y^2-100y+100-225=0

9(x+1)^2+25(y-2)^2=225

長軸a^2=225/9=25，a=5，短軸b^2=225/25=9，b=3 → c=4。

所求為2a+2c=18。

40. 平面上相異四點

、

、

、

，若

，求
[image: image84.wmf]D

D

ACP

BCP

面積

面積

=

？

（A）

    （B）

    （C）

    （D）

。

向量PA+PB+PC=AC=AP+PC

PA+PB=AP

PB=2AP → ΔACP/ΔBCP=1/2
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